Il teorema di Cantor

DEFINIZIONE
Si dice cardinalita dell'insieme X la famiglia (denotata con |X| ) degli insiemi equipotenti
alX.
| X|={Y |3 f:X—>Y biunivoca|

Si verifica che due insiemi sono equipotenti se e solo se hanno la stessa cardinalita.
Sull'insieme delle cardinalita si definisce una relazione d'ordine (denotata con “<”) nel modo

seguente:

X|<|Y] & 3f: XY iniettiva

Se |X|<|Y| e |X|#|Y| , scriveremo | X|<|Y| .

Il teorema seguente (di Cantor) mostra che la cardinalita di un insieme ¢ inferiore a quella
dell'insieme delle sue parti:

TEOREMA DI CANTOR
| X< (X))
Dimostrazione

La funzione

[ X-p(X), f(x)={x] (x€X)
¢ iniettiva, quindi |X|<|p (X)]
Supponiamo per assurdo che | X|=|@ (X)| ; esiste allora una funzione g:X—g@ (X)
biunivoca. Definiamo
E={xeX|x&g(x)]
Dato che g & per ipotesi suriettiva, esiste X€X tale che g(X)=FE ;ne segue
X€E = x¢g(x)=E ,

x¢E = xeg(x)=E .

La contraddizione prova la tesi.



